PAPIROVE MODELY VE VYUCE GEOMETRIE

JANA HROMADOVA

Skladani papiru détem neni nijak cizi. Jiz jako malé si z papiru vyrabi vlas-
tovky, lodicky, ¢epice nebo si pomoci pfekladani a vystfihovani vyrabi jedno-
duché dekoracni predméty. Rada bych ve svém prispévku predstavila nékolik
jednoduchych ukézek vyuziti papiru ve vyuce matematiky, potazmo geometrie.
Budu se vénovat vétsinou modeltim vyrobenym z jednoho kusu papiru.

Rozsah prispévku neumoziiuje vénovat se této problematice pfilis do
hloubky. Pokusim se na nékolika prikladech poukézat na moznosti prace s pa-
pirem pfi vyuce postupné na vsech stupnich vzdélavani.

1 Elementarni geometrické ttvary a pojmy

Na prvnim stupni zakladni skoly je velice diilezité pracovat s hmotnymi mo-
dely geometrickych objektii. Hmotné modely trojuhelniki, ¢tytthelnikid a dal-
$ich napoméhaji spravnému pochopeni téchto pojmi a prace s nimi i na vys-
sich stupnich vzdélavani mize napomoci odstranéni zazité mylné predstavy, ze
n-thelnik je tvofen pouze svou hranici a nemé zadné vnitini body (viz [1]).
Vyhodou papirovych modelt oproti modeltim z pevnéjsich materialti je nejen
to, Ze jsou levné a lze je kdykoliv vyrobit znovu, ale pfedevsim to, Ze papir je
ohebny a lze s nim déle pracovat.

V papirovém modelu ¢tverce (popf. obdélniku) lze snadno ohybanim sestro-
jit thlopricky ¢i stred utvaru a uvédomit si, ze tthlopricky se navzajem puli.
V ramci vyzkumu porozumeéni geometrickym pojmutm, ktery provadime spolu
s kolegy z katedry didaktiky matematiky, jsme se setkali s tim, ze néktefi zaci
na urovni Sestych t¥id zakladni Skoly maji problém nalézt osy soumérnosti
utvari. Za osy soumérnosti rovnobézniku (rizného od ¢tverce a obdélniku)
Casto povazuji jeho uhlopficky nebo spojnice stredi protilehljch stran. Prelo-
zenim papirového modelu podle domnélé osy snadno svou hypotézu potvrdi ¢i
vyvrati.

Prekladanim papirového trojuhelniku tak, aby zvolend hrana po prelozeni
byla samodruzna a ohyb prochazel protilehlym vrcholem, je mozné sestrojit
vysky! trojihelniku. P¥ehybem, ktery ztotozni dva vrcholy, sestrojime stied
strany a nasledné pak téZnici timto stfedem prochézejici. Snadnou manipulaci
pak muzeme se zdky odvodit, které trojuhelniky jsou osové soumeérné atp.

I Konstrukci vysky v tupotihlém trojuhelniku prochézejici vrcholem tupého thlu lze pro-
vést, pouze pokud pracujeme s celym papirem, na némz je trojuhelnik vyznacen a ne jen
s vystfizenym trojihelnikem.
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Pomoci prekladani mtizeme sestrojovat osy tiseCek i osy 1hlt a sestrojit tak
stfed opsané? ¢ vepsané kruznice pro dany trojihelnik. Vyuku Thaletovy véty
lze zpestiit konstrukei nékolika bodt kruznice nad zadanym primeérem.

VSechny zminéné konstrukce by zak mohl provadét pravitkem a kruzitkem
pouze v sesité, ale pokud dostane diive do ruky papir a umoznime mu ta-
kové konstrukce fyzicky vykonat, ddme mu pro pozdéjsi rysovani v sesité dalsi
nastroj, jak ulohy fesit a jak o nich pfemgyslet.

2 Pravidelné mnohouhelniky

Na internetu l1ze nalézt fadu navodi konstrukei pravidelnych n-uhelnikt ohy-
banim papiru. Nékteré se omezuji pouze na sestrojeni daného tutvaru, jiné popi-
suji konstrukci ttvaru o maximalnich rozmérech, ktery lze z daného napiiklad
¢tvercového papiru sestrojit.

Studenti by mohli objevit sami minimalné konstrukci rovnostranného troju-
helniku a ¢tverce, idealné z papiru, ktery nema zadné rovné hrany. Pfredpokla-
dejme, Ze mame danu (pfipadné si zvolime) stranu AB rovnostranného troja-
helniku (obr. 1). Chybé&jici vrchol C trojihelniku budeme hledat na ose tsecky
AB. Sestrojenim prekladu, pfi némz bod A ztstane na misté a bod B padne
na osu AB, vytvofime osu strany BC. Stranu BC pak sestrojime jako ¢ést
prehybu prochézejiciho bodem B kolmo k ose strany BC. Stranu AC muZeme
sestrojit obdobné, nebo vyuzijeme jiz sestrojeného vrcholu C. Lomené Sipky
v obrazcich znamenaji prelozeni a opétovné rozlozeni papiru, pravé sestrojeny
prehyb je vidy barevné zvyraznén.

Obr. 1: Konstrukce rovnostranného trojuhelniku

Neékteré origami konstrukce vychézeji z pravidelného Sestitthelniku. Ukazme
si tedy jesté konstrukci tohoto utvaru. Jedné takové, kterou by opét studenti
mohli objevit sami, predchézi sestrojeni rovnostranného trojuhelniku, z né¢hoz

trojihelniku, vytvofime pravidelny Sestithelnik (obr. 2).

2 Plati totéz co u vysek, je-li stfed vnéjsim bodem trojuhelniku, museli bychom pracovat
s papirem (idedlné trochu prihlednym), na ném?z je trojuhelnik vyznacen.



Obr. 2: Konstrukce pravidelného Sestitthelniku z rovnostranného trojihelniku

Jiné konstrukce, tentokrat z ¢tvercového papiru, je naznacena na nasleduji-
cich obrazcich. Opét je v dil¢ich obrazcich barevné zvyraznén provadény ohyb,
Sipka tvofici smycku naznacuje otoceni.

Obr. 3: Konstrukce pravidelného Sestitthelniku ze ¢tvercového papiru

3 Trisekce tihlu, thly v trojahelniku

Je zndmo, ze tsecku lze eukleidovskymi konstrukcemi® rozdélit na libovolny
pocet stejnych ¢asti, avSak rozdélit thel na néco tak jednoduchého, jako jsou
jeho tietiny, eukleidovsky nelze. Algebraické feseni trisekce tthlu vede k hledani
kofenti kubické rovnice, coz na rozdil od eukleidovskych postupti konstrukce
pouzivané v origami umoziuji*. UkaZeme si zde konstrukci, kterou pro tri-
sekci ostrého thlu objevil japonsky matematik Hisashi Abe®. Budeme vyché-
zet z ctvercového ¢i obdélnikového papiru, na némz ohybem p vytvorime model
ostrého uhlu B tak, aby se jeho ramena potkavala v levém dolnim rohu papiru
(obr. 4). Déle vytvorime libovolny horizontaln{ pfeklad h; a poté k nému pfi-
lozime dolni okraj papiru, ¢imz vytvorime dalsi preklad hs pulici vzdalenost
dolniho okraje od prvniho horizontdlniho prekladu. Ozna¢me A levy dolni roh
papiru a B koncovy bod h; na levé hrané papiru. Nyni pfelozime papir tak,
aby bod A padl na hs a bod B na p. Jesté ve slozené poloze znovu ohneme

3 BEukleidovské konstrukce jsou konstrukce pomoci kruzitka a pravitka, které nem4 vyzna-
¢ené méritko a ma jen jednu rovnou hranu.

4 Souvisi to s moznosti sestrojit takovy pieklad papiru, aby dva zvolené body padly na
dvé zvolené pfimky, vice viz napf. [2].

5 Konstrukci publikoval v roce 1970.



papir podle hrany ho, ¢imz ziskdme hranu hg. Papir rozlozime a znovu pfe-
lozime podél h3, abychom hranu prodlouzili pres cely papir. Sestrojena hrana
prochézi bodem A, pti¢emz velikost tihlu, ktery sviraji hrany p a hs je tfetinou
velikosti ptvodniho Ghlu 8. Nyni jiz staci pfeloZit papir tak, aby dolni hrana
papiru splynula s nalezenou hranou h3 a konstrukce je hotova.

P

Obr. 4: Trisekce ostrého tthlu

K dukazu (viz napf. [3]) konstrukee si v obrazku 5 ozna¢me C, D pozice bodu
A, B po prelozeni papiru. Tyto body jsou obrazy bodu A, B v osové soumér-
nosti podle pfehybu, z ¢ehoz vyplyva, ze ¢tyithelnik AC DB je rovnoramenny
lichobéznik. Chceme dokazat, ze S = 3a, kde o = <«CAE,3 = <DAE. Z rov-
nobéznosti AE a F'C plyne |[<CAE| = |[<ACF| a protoze CF je vyska v rovno-
ramenném trojuhelniku ACB plati téz |[<ACF| = |[<FCB| = |a|. Z vlastnosti
rovnoramenného lichobéZniku vyplyva, Ze velikost ihlu C'AD je stejnad jako
velikost thlu AC'B a tedy 2a. Je tedy 8 = 3a.
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Obr. 5: Dukaz konstrukce

Aplikujme tuto konstrukci hned v dal$i ukdzce, pii niz si s zdky vytvorime
papirovy ,Ghlomér* (viz napf. [4]). Vyjdeme ze ¢tvercového papiru, na némz
pomoci nékolika prekladii vytvorime thly o velikostech 15°, 30°, 45°, 60°, 75°,
90°, 105°, 120° a 150°.

Ctvercovy papir pfehneme horizont4lné na polovinu a rozlozime zpét. Papir
déle pfehneme tak, aby napf. levy dolni roh ztstal na misté a levy horni roh
padl na sestrojeny horizontélni prehyb (obr. 6). Lze nahlédnout, Ze jsme timto
ohybem vytvofili trojihelnik ABC, ktery méa pii vrcholu A dhel o velikosti
30° (tfetina ptivodné pravého thlu pfi levém dolnim okraji papiru). Jedna se
o pravouhly trojuhelnik s pravym thlem pii vrcholu B, tedy velikost thlu pri
vrcholu C' je 60°. Snadno nahlédneme, zZe i sousedici vzniklé ihly maji velikosti



30° a 60°. Prilozme nyni dolni hranu papiru k hrané AB. Ve vytvofeném pravo-
thlém trojahelniku ABD je velikost thlu pfi vrcholu A 15°, vytvorili jsme jej
ptlenim dhlu o velikosti 30°. Na thel pii vrcholu D tedy zbyva 75°. Prelozme
nyni papir jeSté podle tsec¢ky C'D. Vytvoreny trojuhelnik ACD mé pii svych
vrcholech thly o velikostech 45°, 75° a 60°.
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Obr. 6: Uhly v trojthelniku

Na obrazku 7 je znédzornén rozlozeny papir s vyznacenymi sestrojenymi thly.
Vhodnym prekladanim podle jiz sestrojenych hran mizeme ziskat jesté uhly
o velikostech 105°, 120° a 150°.
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Obr. 7: Papirovy thlomér

4 Préace s kancelafskym papirem

Vsimnéme si nyni formatt papiru napf. fady A. Jsou sestrojeny tak, aby
pomér kratsi ku delsi strané byl vzdy 1 : v/2%. Vyhodou této volby je fakt,
Ze pii rozdéleni papiru naptl (rovnobézné s krat$i stranou) zlstdvd pomér
stran zachovan. Podle velikosti sefazené papiry formatu A tvofi geometrickou
posloupnost, jejiz kvocient zalezi na tom, zda se budeme bavit o obsahu ob-
délniku (¢ = 1/2) ¢ o rozmérech papirtt (¢ = v/2/2). Diky danému poméru
stran lze pomérné jednodusSe rozdélit papir napf. velikosti A4 na t¥i podobné
trojthelniky, jejichz obsahy tvori 1/2, 1/3 a 1/6 celkového obsahu papiru. Kon-
strukce je zobrazena na obrazku 8 vlevo. Nejprve jsme prehnuli papir podle
thlopticky obdélniku a poté jsme sestrojili preklad vedeny kolmo k tihlopiicce

6 Rozméry papirti jsou zaokrouhleny na celé milimetry.



jednim z vrcholu, které na thlopfic¢ce nelezi. Vedeme-li vrcholem nejmensiho
trojihelniku pfi pravém tuhlu ohyb rovnobézné s kratsi stranou papiru (obr. 8
vpravo), rozdéli tento ohyb cely papir na dvé ¢asti, jejichz obsahy jsou v po-
méru 1 : 2. Sikovnéj$i student by mohl byt schopen odvodit spravnost této
konstrukce nebo naopak z konstrukce odvodit pomér obsahii zadanych troju-

helnikd ¢i obdélnikd.
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Obr. 8: Formét A4

Pro srovnani jsou v obrazku 8 zobrazeny fotografie i na pocitac¢i vytvoreny
model popisované situace. Z fotografie nelze vzdy spolehlivé vycist vSechny
vlastnosti modelu, nebot se jednd o stfedovy primét. Pfi stfedovém promitani
se nezachovava napiiklad rovnobéznost ¢i délici pomér.

5 Kuzelosecky

Na stfedni skole se studenti seznamuji s kuzeloseckami pouze v ramci ana-
lytické geometrie a to uz ne na vsech typech $kol”, nebo pak v deskriptivni
geometrii. Ukazme si zde jednu vice ¢i méné znadmou konstrukci, pomoci niz
mizeme sestrojit kuzelosecky jakozto obalky svych tecen. Budeme potiebo-
vat prisvitny papir (u paraboly postac¢i i neprithledny). Na néj si v pfipadg,
ze chceme ziskat elipsu, nakreslime kruznici a zvolime libovolny bod z vnitini
oblasti kruznice rtzny od stfedu kruznice. Pro hyperbolu pouzijeme rovnéz
kruznici a zvolime libovolny bod z vnéjsi oblasti. Pro parabolu potiebujeme
papir s alesponi jednou rovnou hranou (tu mtzeme zvyraznit, bude hréat stej-
nou roli jako kruznice u stfedovych kuzelosedek) a dale zvolime libovolny bod
mimo ni.

7 Téma kuZelose¢ky miizeme nalézt v ramci analytické geometrie v RVP pro gymnézia,
ale jiz ne pro SOS.



Obr. 9: Konstrukce tecen kuzeloseéek ohybanim papiru

P1i konstrukci budeme ohybat papir tak, aby po prelozeni zadana kruznice,
resp. pfimka vzdy prochéazela vyznacenym bodem, jak je vidét na obrazku 10.

Obr. 10: Konstrukce tecen elipsy

Konstrukce vychézi z ohniskovych vlastnosti kuzelosecek, konkrétné z toho,
Ze Fidici kruznice, resp. pfimka (u paraboly) je mnozinou v8ech bod soumérné
sdruzenych s ohniskem kuzelosecky podle jejich tecen. Tedy kazdy takto se-
strojeny ohyb predstavuje te¢nu kuzelosecky, pro niz je zadany bod ohniskem
a zadand kruznice resp. pfimka fidici kruznici, resp. pfimkou. Sestrojime-li ta-
kovych ohybt dostateény pocet, brzy se nam pred ocima z papiru vyloupne
konstruovana kuzelosecka. Tato tloha je téz velmi vhodnd pro modelovani
v softwaru Geogebra.

S oblibou jsem tuto tlohu bez specifikace, co vlastné hledame, zadéivala
studentim prvniho ro¢niku M-DG, jeSté pred tim, nez jsme zacali probirat
kuzelosecky, abych si tak ovérila, zda jiz néco o kuzeloseckach znaji ze stfedni
skoly. Podrobnéjsi popis konstrukei naleznete napt. v [5], nebo v [6].

Ukazme si jesté, napt. u paraboly, jak dohledat body dotyku takovych tecen.
Situace je zndzornéna na obrazku 11, vytvotfeného dle [7], str. 116. Vychéazime
z obdélnikového papiru, ale opét by nam postacil i papir s jedinou rovnou hra-
nou. Hrana papiru AD reprezentuje fidici pfimku paraboly, k ni kolmy piehyb
DB necht je osou paraboly. Sestrojme jesté ohyb rovnobézny s fidici pfimkou
prochézejici bodem F', ktery volime libovolné na ose. Ptilozime-li nyni hranu
AD na sestrojeny ohyb, ziskdme vrcholovou te¢nu paraboly a spolu s ni i vrchol
V paraboly na ose. Nyni sestrojime nékolik prekladi papiru rovnobézné s osou
paraboly. Libovolné zvoleny pfeklad protne fidici pfimku paraboly v bodé Q.



Preklad papiru sestrojeny tak, aby bod @ splynul s bodem F'; vytvoii teCnu
paraboly, jeji bod dotyku T' s kiivkou nalezneme na privodi¢i (ohybu) procha-
zejicim bodem () rovnobézné s osou paraboly.
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Obr. 11: Konstrukce boda dotyku teéen s parabolou

6 Hyperbolicky paraboloid

Zastavme se na chvili u modelt, které vyuzivame v hodinach deskriptivni
geometrie na MFF UK. Nékteré z nich by bylo mozné vyuzit i na stfednich sko-
lach v hodinédch stereometrie. Pomérné jednoduché na vyrobu (i kdyz casové
nrofné) jsou modely sestavené z rovinnych fezli téles, zobrazené na nésle-
dujicich obrazcich. Lze pomoci nich velice ndzorné modelovat napiiklad fezy
ploch. Na obrazcich 12 az 14 jsou zobrazeny tii modely anuloidu. V prvnim jsou
znazornény rovnobézkové a merididnové kruznice anuloidu, na druhém Perse-
ovy kiivky, které vznikaji jako Fezy anuloidu rovinami rovnobéznymi s osou
anuloidu. Na tretim obrazku vidime Villarceauovy kruznice, v nichz protina
anuloid tzv. dvojnésob tefné rovina (je te¢nou rovinou pro dva rtzné body
merididnu).

Obr. 12 (vlevo): Rovnobézkové a merididnové kruznice
Obr. 13 (vpravo): Perseovy kiivky



Obr. 14 (vlevo): Villarceauovy kruznice
Obr. 15 (vpravo): Parabolické fezy na hyperbolickém paraboloidu

Pékné se takto modeluji i kiivky na hyperbolickém paraboloidu, at uz se
jednd o pfimky, nebo o parabolické ¢i hyperbolické fezy plochy (obr. 15).

Skladaji-li se modely ze dvou systému navzajem rovnobéznych fezli, maji
dalsi nezanedbatelnou vyhodu. Na obrazku 16 vidime do roviny sklopeny mo-
del hyperbolického paraboloidu (jakd to tspora mista v kabinetu deskriptivni
geometrie). Vétsina zde zobrazenych modelt vznikla jako zdpoctové prace na-
Sich studenti.

Obr. 16: Model hyperbolického paraboloidu slozeny do roviny

Na z4vér se vratme k modeltim, které lze vytvofit z jednoho kusu papiru.
Ukazme si zajimavy model hyperbolického paraboloidu. Abychom si dovedli
lépe predstavit, jak bude vysledny model vypadat, podivejme se nejprve na ob-
razek 17. Hyperbolicky paraboloid je pfimkova plocha obsahujici dva systémy
pfimek. PFimky jednoho systému jsou navzajem mimobézné, ale vSechny jsou
rovnobézné s danou fidici rovinou (pro kazdy systém jinou). Kazda p¥imka jed-
noho systému je rtiznobézna se vSemi primkami druhého systému. Libovolné
dvé rtzné primky jednoho systému a dvé rtzné primky druhého systému ur-
¢uji zborceny ¢tyfthelnik (na obrazku 17 je jeden takovy vyznaden Cervenou
barvou). Libovolnym zborcenym ¢tyithelnikem je hyperbolicky paraboloid jed-
noznacné zadan. Na§ model bude reprezentovat pravé jeden takovy zborceny



10

CtyTahelnik. Jeho vyroba je prekvapivé snadné; zvolime-li snazsi verzi modelu,
zabere tvorba maximalné pul hodiny. Ke skladani potfebujeme ¢tvercovy pa-
pir®, na némz vytvoiime piehyby naznacené v obrazku 18. Céarkované Cary
znamenaji ohyb, pfi némz hrana sméfuje vzhiru, zjednodusené feceno vytvari
“horu“, ¢erchované ohyb, pfi némz hrana sméfuje dolil neboli vytvari ,adoli“.
Podrobny obrézkovy navod na tvorbu toho to modelu lze nalézt naptiklad v [8],
pro finalni ¢ast skladani modelu je ale dobré se podivat na video navod, viz
napi. [9].

Obr. 18 (vlevo): Ctvercovy papir s naznacenymi ohyby
Obr. 19 (vpravo): Vysledny model

8 Obdobny model by el vytvofit i z papiru ve tvaru libovolného konvexniho &tyfthelniku.
Jeho hrany, stejné jako u ¢tvercového papiru, budou hranami zborceného étyrtuhelniku.
9 Obrazek je prevzat z vyukovych materiali Aleny Sarounové.
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7 Zavér

Préce s papirem i rysovani vyzaduje jistou trpélivost a peclivost a prispiva
k rozvoji jemné motoriky zakt. Je prokdzano (viz napt. [10], str. 152-153), Ze
pfi vniméani novych poznatki nejen vizualni a verbalni formou, ale i hmatem
(hapticky), dochazi v nasem mozku k propojeni vice center a tim i k hlubsimu
zapamatovani poznatkt. Obcasné zarazeni prace s papirem do vyuky matema-
tiky muaze tedy vyuku nejen zatraktivnit, ale i dopomoci k lepsimu pochopeni
probirané latky i k jejimu propojeni s jinymi oblastmi matematiky.

Podékovani. Tento ¢lanek vznikl za podpory programu Univerzitni vyzkumné
centra UK, ¢. UNCE/HUM/024, a projektu PROGRES Q17 Pfiprava uditele
a ucitelskd profese v kontextu védy a vyzkumu.
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